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graphe connexe
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Exemple :
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Carte planaire

graphe connexe
+

plongement de ce graphe sur une sphére,

Exemple :

~a

+

n.
=] F

Les cartes considérées dans cet exposé sont enracinées en un coi
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Pourquoi étudie-t-on les foréts
couvrantes 7

Julien Courtiel Cartes munies d'une forét couvrante



Potts, son polynéme et sa série génératrice

Pour un graphe G, le polyn6me de Potts se définit comme :

. arétes monochromatiques
Ps(q,v) = E v ques,

coloriage de G
A g couleurs

@ Le cas v = 0 revient 3 étudier le polynéme chromatique;

@ Le cas g = 2 est le modéle d’Ising.
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Potts, son polynéme et sa série génératrice

Pour un graphe G, le polyn6me de Potts se définit comme :

. arétes monochromatiques
Ps(q,v) = E v ques,

coloriage de G
A g couleurs

@ Le cas v = 0 revient 3 étudier le polynéme chromatique;

@ Le cas g = 2 est le modéle d’Ising.

Soit € une classe de cartes planaires.
On définit la série génératrice de Potts associée a3 € comme

M(q,v.t.2) = ¢ 3 ¢EOIFOP(q.0),
cec
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Question : Nature de la série M(q,v,t,z)7?

DA

a
v
a
v
a
i
v
a
it
v
it



Nature de la série?

Question : Nature de la série M(q,v,t,z)7?
o Est-elle algébrique ? Existe-t-il un polynéme P vérifiant

P(M) = 0?

o Est-elle différentiellement finie (ou holonome) ? Existe-t-il
une forme linéaire L tel que

k
oM OMy
ot otk
o Est-elle différentiellement algébrique ? Existe-t-il un
polyndme @ tel que

L(M

om o
ot’ 7 Otk

Note : P, Q et L sont non nuls a coefficients dans Q(q, v, t, z).

QM, =07
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Nature de la série?

Question : Nature de la série M(q,v,t,z)7?
o Est-elle algébrique ? Existe-t-il un polynéme P vérifiant
P(M) =07

NON, I"asymptotique des coefficients pour certaines valeurs de
g et v est en /)_”n_3. [Mullin,1967][Flajolet,1985]

o Est-elle différentiellement finie (ou holonome) ? Existe-t-il
une forme linéaire L tel que

oM oM

51 Bk

o Est-elle différentiellement algébrique ? Existe-t-il un
polyndme @ tel que

L(M, ) = 07

oM oM
ot’ 7 Otk

Note : P, Q et L sont non nuls a coefficients dans Q(q, v, t, z).

Q(M, ) =07
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La série génératrice de Potts des cartes planaires générales est
différentiellement algébrique.

Toujours vrai si on remplace les cartes planaires générales par les
quasi-triangulations.
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différentiellement algébrique.

Toujours vrai si on remplace les cartes planaires générales par les
quasi-triangulations.

Ce résultat est un véritable tour de force. Mais :

o Preuve trés technique.
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quasi-triangulations.

Ce résultat est un véritable tour de force. Mais :
o Preuve trés technique.

@ Pas de compréhension combinatoire du résultat.
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La série génératrice de Potts des cartes planaires générales est
différentiellement algébrique.

Toujours vrai si on remplace les cartes planaires générales par les
quasi-triangulations.

Ce résultat est un véritable tour de force. Mais :
o Preuve trés technique.

@ Pas de compréhension combinatoire du résultat.
@ Pas d’asymptotique.
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La série génératrice de Potts est différentiellement
algébrique.

Théoréme [Bernardi, Bousquet-Mélou, 2011]

La série génératrice de Potts des cartes planaires générales est

différentiellement algébrique.

Toujours vrai si on remplace les cartes planaires générales par les
quasi-triangulations.

Ce résultat est un véritable tour de force. Mais :

@ Preuve trés technique.
@ Pas de compréhension combinatoire du résultat.
o Pas d’asymptotique.

@ On ne sait rien pour les autres classes de cartes.
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La série génératrice de Potts est différentiellement
algébrique.

Théoréme [Bernardi, Bousquet-Mélou, 2011]

La série génératrice de Potts des cartes planaires générales est

différentiellement algébrique.

Toujours vrai si on remplace les cartes planaires générales par les
quasi-triangulations.

Ce résultat est un véritable tour de force. Mais :

@ Preuve trés technique.

@ Pas de compréhension combinatoire du résultat.
o Pas d’asymptotique.

@ On ne sait rien pour les autres classes de cartes.

Motivation : Résoudre ces problémes sur des cas particuliers.
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Le polyndme de Tutte T (u,v) d'un graphe connexe G est un
polynéme a coefficient positifs en 1 et v qu’on peut définir
explicitement.

(Mais je ne veux pas vous le définir!)

Pour G connexe et g = (u—1)(r —1),ona

Pe(q,v) = (1 — 1)(v — 1)V Tg(u,v),

[m] = =
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Le polyndme de Tutte T (u,v) d'un graphe connexe G est un
polynéme a coefficient positifs en 1 et v qu’on peut définir
explicitement.

(Mais je ne veux pas vous le définir!)

Pour G connexe et g = (u—1)(r —1),ona

Pe(q,v) = (1 — 1)(v — 1)V Tg(u,v),

Pouruy=u+1letv=1:

To(u+1,1) = Z uee(F-1
F forét couvrante

ol cc(F) désigne le nombre de composantes connexes de la forét.

[m] =] = =
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Forét couvrante
Définition

Une forét couvrante dans un graphe G est un ensemble d’arétes
sans cycle.

(Chaque sommet non incident a I'ensemble des arétes de la forét compte pour
une composante connexe.)

Simplification : € < classe des cartes ou chaque sommet a pour degré 4.

Fluz):=> Tc(ut+1,1)2IF) = 3 ec(foret)—1_|F(C)|
Cece Cece
+ forét couvrante
pour €

Exemple : La contribution de cette carte
a la série F(u, z) est de :

u?z°.

Question : Quelle est la nature de F(u,z)?
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Forét couvrante
Définition

Une forét couvrante dans un graphe G est un ensemble d’arétes
sans cycle.

(Chaque sommet non incident a I'ensemble des arétes de la forét compte pour
une composante connexe.)

Simplification : € < classe des cartes ou chaque sommet a pour degré 4.

Fluz):=> Tc(ut+1,1)2IF) = 3 ec(foret)—1_|F(C)|
Cece Cece
+ forét couvrante
pour €

Exemple : La contribution de cette carte
a la série F(u, z) est de :
u?z°.

Question : Quelle est la nature de F(u,z)?
Remarque : F est a coefficients positifs en (1 + u).
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Etudions les foréts couvrantes

Blocked edges on Eulerian maps and mobiles (...),
de Bouttier, Di Francesco et Guitter (2008).
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Contraction des arbres

En contractant les arbres, on forme une carte eulérienne (les degrés
des sommets sont pairs) sans sommet de degré 2.

Contraction
—_

des arbres
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Contraction des arbres

En contractant les arbres, on forme une carte eulérienne (les degrés
des sommets sont pairs) sans sommet de degré 2.

Contraction
—_

des arbres

On peut revenir en arriére du moment ol on connait la répartition
des degrés pour chaque sommet.
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Contraction des arbres

En contractant les arbres, on forme une carte eulérienne (les degrés
des sommets sont pairs) sans sommet de degré 2.

COIltI action
des arbres

On peut revenir en arriére du moment ol on connait la répartition
des degrés pour chaque sommet.

e K S

3 manieres différentes pour reconstruire
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Equations obtenues

Grace a Schaeffer (1997), Bouttier et Guitter (2011), on obtient
aprés calculs :

oF
ol
R =z + u¢(R),
avec (3(k - 1)1 x*
0: X — ;224(k!)2 (k_2)
et

¢: XHZ < k-1 k—11)k—1)Xk
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Résumons

R:z+u¢(R)
6_F:

«(O>»«Fr«E=r«=» = VAR



Résumons :

R=z+ u¢(R)
oF _

0z 0(R)

Comme ¢ et 6 sont holonomes, F est différentiellement algébrique.



_Corollaire

Résumons :

Comme ¢ et 6 sont holonomes, F est différentiellement algébrique.

Quelques questions subsistent...

Peut-on calculer explicitement I'équation différentielle 7
Peut-on prouver I'holonomie ou la non-holonomie de F 7
Peut-on obtenir I'asymptotique ?

Peut-on en déduire des propriétés probabilistiques ?

=} = -
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Peut-on calculer explicitement I'équation différentielle 7
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Equation différentielle

Peut-on calculer explicitement I'équation différentielle 7
Oui.
O
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Equation différentielle

Peut-on calculer explicitement I'équation différentielle 7
Oui.
O

Toutefois I'équation différentielle trouvée est énorme (ce qui se
confirme chez les autres classes de cartes).

Point positif : Avec la méme méthode, on a retrouvé I'équation
différentielle pour les cartes quasi-cubiques de Mireille
Bousquet-Mélou et d'Olivier Bernardi.
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Rayon de convergence

On fixe u.
Considérons F(u,z) = <o fa(u)z" comme série entiére en z.
Appelons p, le rayon de convergence.

(Remarque : lim, |fn(U)‘% = i)
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Rayon de convergence

On fixe u.
Considérons F(u,z) = <o fa(u)z" comme série entiére en z.
Appelons p, le rayon de convergence.

(Remarque : lim, |fn(u)\% = i)
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Rayon de convergence

On fixe ve [—1, 400
Considérons F(u,z) = <o fa(u)z" comme série entiére en z.
Appelons p, le rayon de convergence.
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Rayon de convergence

On fixe ve [—1, 400
Considérons F(u,z) = <o fa(u)z" comme série entiére en z.
Appelons p, le rayon de convergence.

(Remarque : lim, |fn(U)‘% = i)

Pour -1 < u <0,
pu est affine!
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Rayon de convergence

On fixe ve [—1, 400
Considérons F(u,z) = <o fa(u)z" comme série entiére en z.
Appelons p, le rayon de convergence.

(Remarque : lim, |fn(U)‘% = i)

Pour -1 < u <0,
pu est affine!

=L _,(_ 1
Pu = 27 ”(1277 27

=
-
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On fixe ue [-1, +oof.
Considérons F(u,z) = >, fa(u)z" comme série entiere en z.
Appelons p, le rayon de convergence.
1
(Remarque : lim,, |f,(u)|» = %)
p-1= %

Pour —1 < u <0,
pu est affine!

1 V31
Pu= 27 _”<127r_ 27)

p—1 est transcendant : F n’est donc pas holonome.




Comportement asymptotique

Concluons par des équivalents de 7,(u) :

—1<u<0 u=20 u>0
Py Pu" Py"
7cn(U) un3|n(n)2 u" 3 u n%

Du logarithme apparait au dénominateur : un comportement encore
jamais observé chez les cartes.
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Com

Concluons par des équivalents de f,(u) :

-1<u<0 u= u>0
Py Py Pu"
fa(u) “n3ln(n)2 Y p3 Y s

Du logarithme apparait au dénominateur : un comportement encore
jamais observé chez les cartes.

Pour —1 < u < 0 fixé, F(u,z) n'est pas holonome en z.
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Ce travail permettra

@ D’implémenter un algorithme de génération aléatoire.

De prouver quelques propriétés probabilistisques, comme la loi
limite de la taille de la composante racine.

«O0>» «F»r « =)« Q™
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Et les probas?

Ce travail permettra :
@ D’implémenter un algorithme de génération aléatoire.

@ De prouver quelques propriétés probabilistisques, comme la loi
limite de la taille de la composante racine.
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Ce travail permettra

@ D’implémenter un algorithme de génération aléatoire.

o De prouver quelques propriétés probabilistisques, comme la loi
limite de la taille de la composante racine.

Comment se comporte asymptotiquement le diamétre d'une carte
avec arbre couvrant/forét couvrante ?
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